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1. Vero o falso? [se vero dimostratelo, se falso esibite un controesempio]

(a) Uno spazio metrizzabile ¢ T2. Vero: sia X uno spazio metrizzabile e d una metrica su
X che induce la topologia. Siano x,y € X due punti distinti. Se consideriamo le bolle
aperte B,(x) e B.(y) conr = M, abbiamo che B.(z) N B.(y) =0 (per la disuguaglianza

triangolare).

(b) Uno spazio T2 & metrizzabile. Falso: la retta di Sorgenfrey é uno spazio T2 non metrizzabile.
Infatti abbiamo visto a lezione che non ¢ due numerabile ma possiede un sottoinsieme denso
numerabile (Q).

(c) Uno spazio metrizzabile ¢ uno-numerabile. Vero: sia X uno spazio metrizzabile e d una
metrica su X che induce la topologia. Dato x € X la famiglia {Bl/n(x)} e una famiglia
numerabile di intorni di x.

neN

2. (a) La famiglia F := {(—00,a],a € R}U{R, 0} ¢ una topologia su R? No: ad esempio linsieme
(—00,1) = Upen(—00,1 — 1] ¢ unione di elementi della famiglia ma non appartiene alla
famiglia.

E’ vero che ¢ la piu piccola topologia generata da F & 7_, i cui aperti sono il vuoto, R e gli
intervalli della forma (—o0,a), con a € R. No: una topologia generata da F deve contenere
gli elementi dv F come aperti.

(b) Stabilire quali dei seguenti sottoinsiemi di R sono compatti rispetto a 7_:
A=(0,1), B=[0,1), C = (0,4+), D =[0,400), E = (—00,1), F = (—o0, 1].

Solo ’ultimo insieme é compatto rispetto a T_. Verifichiamolo: ad esempio la famiglia
{(—oo, 1-— %)} e un ricoprimento aperto di A, B ed E dal quale non é possibile estrarre un
sottoricoprimento finito. La famiglia {(—oo,n)} é un ricoprimento aperto di C' e D dalla
quale non € possibile estrarre un sottoricoprimento finito. Invece per quanto riguarda F':
se A é un ricoprimento aperto di F, deve esistere A € A un aperto che contiene 1. Allora
questo aperto ¢ della forma (—oo,a) con a > 1, dunque la sottofamiglia di A formata da
questo solo aperto é un sottoricoprimento finito (in effetti composto da un solo elemento)
di F estratto da A.

(c) Stabilire inoltre se le funzioni f(x) = 23 e g(x) = —x da (R,7_) in se’ sono continue. Una
funzione é continua se e solo se la controimmagine di aperti é aperta. Sia dato U aperto di
T_: dunque U ¢é della forma (—oo,a).

Abbiamo che per ognia € R f~1((—o0,a)) = (—o0,a'/3) € T, dunque f & continua. Invece
g ((—00,a)) = (—a,+x) € T, dunque g non ¢ continua.

3. Sia {Ax}, k € N una famiglia di sottospazi di uno spazio topologico X. Si assuma che

(a) ogni Ay & connesso per archi;
(b) Ar N Agyq # 0 per ogni k € N.



Si provi che A = UpenApg € connesso per archi. Siano x,y € A. Devo dimostrare che esiste un
cammino continuo o:[0,1] — A tale che a(0) = x e a(l) = y. Siano k,h € N tali che © € A
ey € Ap. Non ¢ limitativo supporre che k > h, dunque diciamo che h = k +n con n € N29,
Per ogni i = 1,...,n — 1 abbiamo per ipotesi che esiste un a; € Agy; N Agrir1, dove poniamo
x =ay ey = an_1. Inoltre esiste un cammino continuo «;:[0,1] — Agy; tale che a;(0) = a; e
a;(1) = a;y1. Consideriamo dunque il prodotto di questi cammini o := vy x (2 * (... w)), dove
ricordiamo che il prodotto di due cammini o e B8 & definito come

[ «a(2t) perte0,1/2]
axB(t) = { (2t _p1) pert € [1/2,1]

a e dunque un cammino da x a y.

. Sia X = R?\ {z = z = 0}, con la topologia indotta da quella euclidea. Dimostrare che &
omotopicamente equivalente a S'. Qual’® dunque il suo gruppo fondamentale? Sia X wuno
spazio topologico e Y C X un suo sottospazio. Se'Y é un retratto di deformazione di X allora X
eY sono omotopicamente equivalenti. Sia m il piano y = 0 in R3, e consideriamo il sottospazio
Y = {(z,y,2) € R3 | 22 + 22 = 1,y = 0}. Questo sottospazio ¢ omeomorfo a S* C R? (tramite
lomeomorfismo (x,y,z) — (x,2) € R? .

Vediamo che Y ¢& un retratto di deformazione di X. Prima consideriamo il sottospazio Z =
{(z,y,2) € R3 | y = 0} \ {(0,0,0}. Questo ¢ un retratto di deformazione di X. Infatti, I’ap-
plicazione R: X x I — X definita cosi: R((x,y,z),t) = (z,ty,z) é una omotopia tra idx e la
composizione dell’applicazione r(x,y, z) = (z,0,2) con linclusione Z — R3.

Ora dimostriamo che Z ha Y come retratto di deformazione: [applicazione S:Z x I — Z
definita da S((z,0,z),t) = (1 —t)(x,0,2) + t&% da’ un’omotopia tra idy e la composizione

y _ (CC,O,Z) 2 . . . . .
di s(x,0,z) = Vs con UVinclusione Y — Z, dunque fornisce una retrazione di deformazione
traY e Z.

La composizione di queste due retrazioni é la retrazione di deformazione che cercavamo (tra
Ualtro sono retrazioni forti).

Infine osserviamo che due spazi omotopicamente equivalenti hanno gruppi fondamentali isomorfi.
Dunque 7 (X) = 71(SY) = Z (dove omettiamo il punto base perché sono spazi connessi per
archi).



