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1. Sia » C E? una retta nel piano euclideo standard. Sia P € E? un punto. Definiamo la
distanza di P da r come d(P,r) := inf{d(P,Q),Q € r}.

(a) Verificare che l’estremo inferiore & un minimo e che il minimo & realizzato da Q € r
cosi definito: data s la retta perpendicolare ad r passante da P, {Q} = sNr.
(b) Verificare che d(P,r) = 0 se e solo se P € r.

(c) Verificare la formula per la distanza: se r ha equazione cartesiana az + by +c =10 e

P ha coordinate (xp> allora
yp

_azp +byp + |
VaZ+82

(d) Scrivere e verificare le affermazioni analoghe e I’analoga formula nello spazio euclideo
standard E™ di dimensione n > 1, con P € [E" e un iperpiano 7 di equazione cartesiana
a1+ ...+ apxy, +c=0.

d(P,r)

2. Dimostrare che dato uno spazio euclideo V' ed un’applicazione T': V' — V', sono equivalenti:
(1) T & un operatore unitario
(cioe T' ¢ lineare e vale che per ogni v, w € V, (v,w) = (T'(v), T'(w))).
(2) Vale che T'(0y) = Oy e per ogni v,w € V vale che ||[v —w|| = ||T'(v) — T'(w)]|.
(sugg: la parte difficile e (2) = (1). Dimostrate prima che (2) implica che Vo,w € V

(T'(v), T(w)) = (v,w). Poi usate una base ortonormale di V. La soluzione ¢ sul Sernesi
Teorema 20.1)

3. Sia f € Isom(E) una isometria di uno spazio euclideo E.

(a) Dimostrare che se f fissa due punti distinti P,Q € E, allora f fissa tutta la retta
L(P,Q).

(b) Generalizzare questa affermazione a un numero finito di punti.

(¢) Concludere che se f fissa n + 1 punti affinemente indipendenti, allora f ¢ I'identita.

4. Dimostrare che in uno spazio euclideo E, dato un punto C' € E, la simmetria rispetto a C
¢ un’isometria. E diretta o inversa? (sugg: dipendera dalla dimensione di E).



10.

(Sernesi 1 esercizio 20-2) Deteminare la riflessione in E? determinata dalla retta di equa-
zione assegnata:

. In ciascuno dei casi seguenti, stabilire se esiste un’isometria f di E? che soddisfa le

condizioni assegnate. In caso positivo, determinare esplicitamente tutte le possibili f.

(a) f(0,0)=(1,1), f(1,0) = (1,2) ed f & un’isometria inversa.

(b) £(0,0) =(1,1), f(1,0) =(2,1) ed f & un’isometria inversa.

(c¢) f(0,0) =(1,1), f(1,0) =(2,1) ed f & un’isometria diretta.

(d) £(0,0)=(1,1), f(1,0) = (1,3) ed f & un’isometria inversa.
f

)
)
)
d)
(e) f lascia fissa la retta  — 3y = 0 e non & 'identita.
(f) f lascia fissi i punti (2,3) e (1,0) e non e I'identita.
(g) f lascia fisso (0,0) e manda (2,0) in (v/3,1).

Sia F' C E un sottoinsieme di uno spazio euclideo. Definiamo
Isom(F) :={f € Isom(E) | f(F) = F} C Isom(E).
(attenzione, le ismetrie di questo sottoinsieme non lasciano FISSO F'; ma lo mandano in
se).
(a) Dimostrare che Isom(F') & un sottogruppo di Isom(E).
(b) Dimostrare che, dato O € E e r > 0, detta data Sf, la sfera di centro O e raggio r,
vale che Isom(Sp) = Isomo(EE).

(Sernesil 20.4) In ciascuno dei casi seguenti dimostrare che esiste un’unica isometria f di
E? che soddisfa le condizioni assegnate, e determinarle esplicitamente.

(a) f fissa l'asse = e 'asse y ed & un’isometria diretta.

(b) f fissa lasse y e 'asse z ed & un’isometria inversa.

Dimostrare che una isometria inversa f di un piano euclideo tale che f? = idg & necessa-
riamente una riflessione.

Dimostrare che se f & un’isometria di uno spazio euclideo tale che P & un suo punto fisso,
allora P & un punto fisso anche di f” per qualunque n € N>9. Se invece P ¢ un punto fisso
per un qualche f™ posso concludere che € un punto fisso per f?



