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1. (15 punti) Sia C la conica di equazione

C : 3x2 + 2xy + 3y2 + 2x� 10y + 7 = 0

nel piano euclideo E2.

(a) La si classifichi dal punto di vista euclideo e a�ne. Determinare l’equazione canonica
euclidea di C in E2.

(b) Determinare il cambiamento di coordinate euclidee necessario a�nché assuma tale
equazione.

(c) Si scriva l’equazione della chiusura proiettiva C di C in P2
R e se ne calcolino i punti

impropri.

(d) Si scriva l’equazione canonica proiettiva di C e si esibisca una proiettività che la
porta in forma canonica.

2. (15 punti) Si considerino i seguenti sottospazi di R2 con la topologia euclidea:

A := {(x, y) 2 R2 | x2 + y2 = 1},
B := {(x, y) 2 R2 | (x2 + y2 � 1)x = 0},
C := {(x, y) 2 R2 | (x2 + y2 � 1)xy = 0},
D := A \ {(x, y) 2 R2 | x = 0},
E := {0, 1}⇥ R.

Discutere per ciascuno di essi se valgono o meno le seguenti proprietà topologiche:

(a) Essere separabile.

(b) Essere compatto.

(c) Essere connesso. In caso di non connessione esibire le componenti connesse.

Suddividerli in classi di omeomeorfismo.
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La matrice associata è
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Il cambiamento di coordinate euclidee e

I Ì E usiamo di

coordinate che porta
in forma canonica

è 32 2 retro 3RE 22oz 10267 1725 o

per quantovisto prima è conica non degenere a punti reali

equazione canonica NÉ 1N'f n'è 0

Entro D 6
è nonna punti impropri rispetto a suo

d per trovare una proiettività che porta E in forma
canonica basta prendere ad esempio la proiettivi mozione

del cambiamento di coordinate euclidee inquestomodo
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poi basta comporre M con

N e abbiamo il cambio di coordinateproiettiva
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Il
a Ricordiamo che uno spaziovettoriale è separabile se contiene un

sottoinsieme numerabileedenso Questispari sono tutti separabili
Vale in generale che i sottospazi di uno spaziometricoseparabile
sono separabili ma non l'abbiamo verificato in classe

E facile però mostrare dei sottoinsiemi densi e numerabili

per ciascuno dei sottospazi infattibasta prendere
A B C D E N È e osservare che sono numerabili

e densi_



b Ricordiamo che un sottospazio di 112 con latopologiaeuclidea

è compatto ssa è chiuso e limitato rispetto allametrica

euclidea Teo di Heine Borel

A B e C sono gli zeri di fusioni continue da

1122 in IR quindi sono chiusi in III

A è limitato Bec no quindi
A è compatto Be no

D non è chiuso in 412 te infatti F A D
ma è limitato

E è chiuso ma non è limitato

Quindi D ed E non sono compatti
EC A B e C sono connessi per archi quindi connessi
D ed E non sono connessi

D e la o n D Ll lacco MD

Di D

aperti non vuoti in D
echini

E 303 112 U 313 112

Di D
aperti non vuoti in te
e chiusi

Le componenti connesse di D sono Di e D

Le componenti connesse di E sono Erede



d A è compatto mentre gli altri no A non è

aureomorfoagli altri padri la compattezza è

una proprietàtopologica
Be C non sono omeomorfi a D né ad E perche
Be C sono connessi D ed E no_ e la connessione èproprietà

topologicaD ed E sono aureomorfi

Verifichiamo che A B

PEA Atp è connesso perarchi connesso

avea se prendo 9 10 1 13149 era 2 componenti

connesse_ omeomorfismo da B ad A
se per assurdo 74 B A aureo

q i 13149 A 14491 sarebbe

Buoi

aureomorfismo da sconnesso a connesso

Allo stesso modo si vede che

Bpc
e

IO Ps Pr Pa Pa tali che

Ci 3pspapaPa è connesso

mentre se tolgo 4 puntiqualsiasi
da B ottengosempre uno spazio sconnesso_

Suddivisione in classi di aureomorfismo
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