
 

Alcuniesercizi edesempisulleproprietàdinumerabilità separazione eseparabilità

2 numerabilità di Rita
Verifichiamo che la famiglia di aperti di te

B a b a b a.be Q
è una base per te
Dobbiamoverificare che rette eri 7 BE B te

xc B.EU
sia NE te sia ieri Per definizione di aperto Zero te

G e E E rt
Per la densità dei razionali nei reali a ae E a MQ
ad Tebe E MQ Dunque ca b E CX E HE E rt
e la b E B come volevamo

Verifica che IR Ts non è 2 numerabile

Ts e topologia della retta di sorgerefry
Vogliamo verificare che non esiste una base numerabile

per Ts
Sia Buna base qualunque puts Per definizione
HEIR 713 E B tale che xebxetx.FI
Ora se fry allora Bx Bg necessariamente perche

supponendo che 7 ho che

g
Hae B ma f By e 9 riti

Quindi abbiamo costruito un'applicazione iniettivo
IR B Poiche IR non è numerabile neanche Bla e a
KEIR1 1 DX



esemp.io di uno spazio non 1 numerabile

Dobbiamo trovare uno spazio X ed un suo punto Xe X
tale che ogni sistema fondamentale di interni di

non sia numerabile

Prendiamo X insieme non numerabile e prendiamo su X
la topologia cofinita kefYEXtclxiyltojupdjsio.eeX un puntoqualunque
Osserviamo che i

1 interniaperti dirt e aperti di K che contengono F
X F con F finito in tale che Effy

2 ovviamente onesto insieme non è numerabile ed è un sistema

fondamentale di interni ma questo non ci dice che non

possa essere 1 numerabile

Supponiamo per assurdo che esista un sistema fondamentale
di interni numerabile

it ti Va te Ii ieri
i Ni Xi Fi con Ifil e io Tefal

Poichéogni ti è finito l'insieme

Ne Fi e X è un insieme numerabile

Ma X non è numerabile quindi 7 c XIN
Ora X Ix è un intorno aperto di F ma

i tale che tifi E Xi perche e tifi
Quindi abbiamo un assurdo



Esempio di uno spazio di Hausdorff Ta che

non è normale tutte
OSI poiché T2 TI dovrò trovare uno spazio
che sia T2 e non tl
Seguo l'esempio nei senesi 2 Cap3 sez 8 leggermentemodificato

X to a 5 114 neal

T topologia meno fine su X contenente la famiglia
d i a b acb a seco a e

B p Br reco 13
dove Br Sxex r s e fa r n Xi 5

S o r is

È d
O 2 1

Dunque in altreparole te latopologiageneratadagli insiemi sopra
descritti E TAUB

Osservate
1 UB è anche una base per T

verifichiamo infatti che vale il lemma della base

i U A 1 AE AUB X ovvio

Iiia b n cc d matta c min Gbd se Marla e
nun bd

altrimenti

aib cc d E 1
a b n Br m vk.tn U Pr se r a

0 se a peropportuni N ME



Brr Bs e B minima E B
Quindi la proprietà rii A BEAUBVxEARBJcc.tn B tale che e C E ANB è facilmente
verificata
X t è T2 presi x geco 1 7 rl.VE Te in co 1

tali che 74 non è limitativo supporreche Xc y
Se 0 allora dato e min 7 so

a f E HE E F y E 1 c 1
e uno D perché E 3 E

se o basta prendere 7
elio che Br a

e Brn r 1 p MI
r 1 art

Ora verifichiamo che X T non è l 4
Considero S E X
XI S Bz quindi sei chiuso

amoerro o s
Mostriamo che non esistono rl.VE I

tali che OEM e UNO 0
Se tali ht U esistessero avrei che poiche SUB è

una base per it e 0am
3 Tso te potere
Sia ora E 0 F NS toniamente un tale esiste

Poiché xp Br perogni reco e exes 7 cadet taleche
e a b GO Ma a b n Br adesempio f ci

e contenuto



OSI sappiamo dalla teoria che uno spazio X matrizzabile e
separabile è 2 numerabile zufatti se prendo d metrica
che induce la topologia E EX numerabile denso abbiamo

verificato che l'insieme
E Bice e c E

è numerabile e denso

Si potrebbe essere indotti ottimisticamente a pensare
che valga l'implicazione più forte

1 numerabile separabile 2 numerabile

Questa implicazione è falsa controesempio
IR Ts la retta di Sargentmy infatti è visto

sopra
1 numerabile e separabile ma non è 2 numerabile.tt

Verifichiamo che
IR Ts è 1 numerabile sia xe IR qualunque
La famiglia x Htm ne è un sistema

fondamentale di interni di innerabile

Lnfatti sa 1 Ets intorno aperto di J a.be R
con a ab tali che c a b C A
Allora teso tale che e E E fa b A
ed In c Alt tale che E fu E A
IR.ES è separabile infatti Q è denso in IRIS

9b
Basta verificare che elemento non moto della base

per Ts fa b MQ 0 che ovviamente è vero



01 sappiamo che dato X spazio topologico 1 numerabile

dato SE X c 5 se e solo se 7 successione a

valori in S che ha come limite

L'implicazione EI vale in qualunque spazio topologico
Ie 7 successione fu E s tale che in E

Hora te 5
ne

Facciamo un esempio che mostra che l'implicazioneopposta
non vale senza l'ipotesi di 1 mumiabilità

Facciamo un esempio di uno spaziotopologico X e di un

suo sottospazio S e di un test tale che non esiste
una sequenza a valori in 5 che tende a te

Sia X un insieme non numerabile ad esempio Xe IR
sia T Xi C I C EX C numerabile U 0
Verificate che t è una topologia su X che si chiama

topologia conumerabile e che X t non è 1 numerabile

Sia TEX prendo se Xke adesempio to Elk

5 e il piùpiccolochiuso che contiene S X

Quindi è c S
Sia in una successione di elementi di 5
Considero UI Xu E E X

NEN
E è numerabile in X quindi è chiuso rispettoa T

Quindi E E in X t Allora se in y hoche

YE È per ma Ff E quindi abbiamo finito


